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ー⼩標本と段階反応に対処可能な診断分類モデルの提案と実証ー



問題と⽬的



形成的評価と診断分類モデル

ü 学習者ごとの各スキルの習得‧未習得を診断できる統計モデル
ü 学校現場でのDCMの活⽤が学習‧指導改善につながる（e.g., 佐宗‧岡‧植阪, 2023; 佐宗‧柴, 2024）

ü 同程度の総合得点でも異なる習得状況を⽰しうる（e.g., 佐宗‧岡‧植阪, 2023; Sessoms and Henson, 2018）

1. 形成的評価の重要性 (e.g., Maclellan, 2001)

2. 診断分類モデル (Diagnostic Classification Models; DCM, von Davier & Lee, 2019)
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× ⾜し算

引き算

掛け算

×

計算⼒テスト 計算⼒テスト

60点（従来） 60点（従来）

DCMの推定結果 DCMの推定結果

ü 学習者が何ができていて，何ができていないのか
ü つまずきタイプに応じた学習‧指導改善
ü 個別最適化された学びの保障

＊認知診断モデルとも

つまずきタイプ別指導

⾜し算講座 引き算講座 掛け算講座
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学級場⾯でのテストと段階反応
n 学級場⾯での定期‧確認テストでは，段階反応データが多く存在

従来のDCM実践では，段階反応を正誤(0,1)に変換して適⽤するケースも多い
→ 情報損失につながりうる…

⼩標本だからこそ段階反応から得られる情報は最⼤限活⽤したい！

例）記述式項⽬ 例）局所依存な項⽬

2値化 2値化

→1点

→2点
→3点多値型反応の場合

2点

=
=
=

ぶたが 8ひき います．うしが 5ひき います．
あわせて なんひき いますか．

しき 8 ＋５

こたえ １２ひき

→1点

→2点

02



３. 本研究の目的
⼩標本と段階反応に対処可能なノンパラメトリックDCM（SGNPC）を提案

Ø パラメトリックな多値型DCM（SG-DINAモデル）をノンパラメトリック化
学校現場で想定される状況 GNPC（従来） SG-DINA（従来） 提案⼿法SGNPC

⼩標本 ◎ △ ◎
段階反応 × ◎ ◎

1. 従来の推定（周辺最尤推定‧ベイズ推定）には，⽐較的⼤きいサンプルサイズを要する
2. 定期‧確認テストでは，段階反応も多いが，従来のDCMは主に2値型反応のみに対処可能

１.「学校現場でのサンプルサイズ」と「部分点を含む問題形式への対応」の課題

２. それぞれの課題に対する有効な解決策
1. GNPC：⼩標本下でも安定した推定が可能なノンパラメトリックDCM（Chiu et al., 2018）

2. SG-DINAモデル：段階反応に対処可能なパラメトリックDCM（Ma & de la Torre, 2016）

学校現場の実態と⽅法論のギャップ

３. 両⽅の課題を解決する⼿法の提案
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実⽤性

提案⼿法の利点

様々な項⽬形式‧⼩標本が想定される学校現場でもDCMを活⽤できる

l 推定時間がコンマ数秒

l 周辺最尤推定法(with 
EM)で推定が困難なデ
ータセットでも安定し
て推定可能

l テスト‧項⽬レベルの
モデル選択が不要

推定精度

l ⼩標本下で従来のパラメ
トリックDCM(SG-DINA)
と同等以上の推定精度

汎⽤性

l 段階反応だけでなく名義
反応にも応⽤可能

l 複雑なQ⾏列でも対処可能

l 従来のノンパラメトリッ
クDCM(GNPC)より⾼い
推定精度
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既 存 の D C M の 概 要
‧ 2 値 型 D C M
‧ 多 値 型 D C M
‧ ⼀ 般 ノ ン パ ラ メ ト リ ッ ク 分 類 法



既 存 の D C M の 概 要
‧ 2 値 型 D C M



診断分類モデルの概要

Q1. 
Q2. 
Q3.   

テスト項⽬

・
・
・

解答結果
Q1.   ○
Q2.   ×
Q3.   ○
・
・
・

70点

推定された習得状況
約分：習得
引き算：習得
開平：未習得

解答データとQ⾏列から
習得状況を推定

Point：学習者の強み‧弱みを明らかにできる！

測定対象となる認知的スキルをアトリビュートと呼び，それらの習得状況を推定できる統計モデル
n 診断分類モデル（diagnostic classification models: DCM; von Davier & Lee, 2019）
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Q⾏列

…

項⽬ 約分 引き算 開平
1 1 1
0 1 1
1 1 0

ü 項⽬とアトリビュートの関係をまとめた表
ü 各項⽬の正答に必要なら１，不要なら０が割り当てられる
ü 質的な⽅法（専⾨家による議論や関連⽂献のレビュー）で，通常事前に設定される

※量的な⽅法（Q⾏列推定，Q validation）も活⽤した設定も可能

n Q⾏列
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DINA‧DINOモデル（倹約的モデル）

2つの項⽬パラメタにより確率的な変動を考慮

𝜂!" = 1である学習者の項目正答確率は 1 − 𝑠"
𝜂!" = 0である学習者の項目正答確率は 𝑔"

←slipパラメタ
←guessingパラメタ

<latexit sha1_base64="/Z/F+aR1biZbceSC4ZR7zsnU8kE="></latexit>

sj = P (yij = 0|ωij = 1)
<latexit sha1_base64="+VpqKlpIXgRgxh9npeWJRhy+1kw="></latexit>

gj = P (yij = 1|ωij = 0)

n 項⽬正答確率
üDINAモデル：項⽬の正答に必要なアトリビュートを全て習得している場合のみ正答

6 PsyArXiv Preprint

the ideal response vector for examinees with the l-th attribute mastery pattern is defined as
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→ {0, 1}, (2)

indicating that ω
(c)
lj

= 1 if and only if the examinee has mastered all required attributes, otherwise
0. Under the DINO model, along with disjunctive rules, the ideal response vector is defined as,

ω
(d)
lj

= 1 ↑
K∏

k=1
(1 ↑ εlk)qjk → {0, 1}, (3)

indicating that ω
(d)
lj

= 1 if and only if the examinee has mastered at least one of the required
attributes, otherwise 0.

The NPC method estimates attribute mastery patterns by minimizing the distance between the
observed response vector and the ideal response vectors. In the case of using the Hamming distance,
which counts the number of di!erent elements between yi and ωl, the examinee i’s estimated
attribute mastery pattern, ε̂i, is defined as,

ε̂i = argmin
ωl

dh(yi, ωl) = argmin
ωl

J∑

j=1
||yij ↑ ωlj ||.

The GNPC method extends the NPC method by incorporating a weighted ideal response, ω
(w)
lj

,
which represents the ideal response for item j of an examinee with the l-th attribute mastery
pattern:
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lj

→ [0, 1], (4)

as a convex combination of conjunctive ideal response ω
(c)
lj

and disjunctive ideal response ω
(d)
lj

. The
weight is estimated from the data, allowing it to adaptively capture the complexity and variability
in response patterns without the need for explicit model specification or fitting. Equation (4)
represents di!erent condensation rules, conjunctive (i.e., ω

(c)
lj

) and disjunctive (i.e., ω
(d)
lj

), are special
cases of ω

(w)
lj

. Equation (4) generalizes di!erent condensation rules, where the conjunctive and
disjunctive, formulations emerge as special cases of ω

(w)
lj

. Specifically, when the underlying model
follows a conjunctive rule, wlj = 1, yielding ω

(w)
lj

= ω
(c)
lj

. Conversely, when the model follows a
disjunctive rule, wlj = 0, resulting in ω

(w)
lj

= ω
(d)
lj

. Note that, estimating wlj is required only in
case where ω

(c)
lj

= 0 and ω
(d)
lj

= 1, in which case Equation (4) simplifies to:

ω
(w)
lj

= 1 ↑ wlj .
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üDINOモデル：項⽬の正答に必要なアトリビュートを少なくとも⼀つ習得している場合に正答

理想反応

理想反応

（0：誤答，1：正答）
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G-DINAモデル（⼀般化‧飽和モデル）

üG-DINAモデル：項⽬の正答に必要なアトリビュートの主効果と可能な全ての交互作⽤効果を仮定

4 PsyArXiv Preprint

of the response data matrix Y = (y1, y2, . . . , yN )→, where Hj represents the number of response
categories (excluding category 0). For example, when item j is binary items (i.e., yij → {0, 1}),
Hj = 1.

2.1 G-DINA model

DCMs formulate the expected probability of a correct item response based on attribute mastery
patterns. The G-DINA model (de la Torre, 2011) provides a general framework that subsumes
various widely employed DCMs. The item response function is defined as,

P (yij = 1|ωj , ε↑
i

= ε↑
jl

)

= ωj0 +
K

→
j∑

k=1
ωjkε

↑
jlk

+
K

→
j

↓1∑

k=1

K
→
j∑

k↑=k+1
ωjkk↑ε

↑
jlk

ε
↑
jlk↑ + · · · + ωj12...K

→
j

K
→
j∏

k=1
ε
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, (1)

where ωj represents item parameters for item j, and K
↑
j

=
∑

K

k=1 I(qjk > 0), with I(·) denoting an
indicator function that counts the number of required attributes for item j. The vector ε↑

jl
is the

l-th reduced attribute vector containing only the required attributes for item j, formally defined
as ε↑

jl
= (εlk)k↔Kj

s.t. Kj = {k : qjk > 0 ↑ k → {1, 2, . . . , K}}. The item parameters ωj0, ωjk,
ωjkk↑ , and ωj12...K

→
j

respectively represent the intercept, the main e!ect due to ε
↑
lk

, the two-way
interaction e!ect due to ε

↑
lk

and ε
↑
lk↑ , and the K

↑
j
-way interaction e!ect due to ε

↑
l1 to ε

↑
lK

→
j

. As
demonstrated by de la Torre (2011), specific constraints on these parameters yield submodels. For
example, the DINA model can be obtained by setting all item parameters, except ωj0 and ωj12...K

→
j
,

to zero. The DINO model can be obtained by setting ωjk = ↓ωjkk↑ = · · · = (↓1)K
→
j ω12...K

→
j
.

2.2 SG-DINA model

We introduce the SG-DINA model by referring to the notation and explanations adopted in Ma
and de la Torre (2016). Table 1 presents a simple example of a restricted category-level Q-matrix
(denoted as Qc-matrix), which encodes the attributes required for di!erent response categories in
the arithmetic fraction test item. The Qc-matrix for item j is of dimension Hj ↔ K. The overall
Qc-matrix consists of

∑
J

j=1 Hj ↔ K elements. When all items have only two response categories
(i.e., binary items), the Qc-matrix is equivalent to the traditional Q-matrix Q. In table 1, solving
‘ 4 1

8 ↓ 3
8 ’ first requires borrowing from whole number part, 4 ( 33

8 ↓ 3
8 ), and then subtracting

numerators ( 30
8 ). Finally, reducing answers to the simplest form is needed ( 15

4 ).
We define the processing function, which is the expected probability that the examinee with l-

th attribute mastery patterns can achieve the category level b given that the examinee has already
achieved the category level b ↓ 1. By using Equation (1), the processing function can be written as

Sj(b|ε↑
ljb

) = ϑjb0 +
K

→
jb∑
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切
⽚
項

主
効
果

１
次
の

交
互
作
⽤

最
⾼
次
の

交
互
作
⽤

パラメタに適当な制約をかけることで，DINAモデルやDINOモデルを表現可能

n 項⽬正答確率
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既 存 の D C M の 概 要

‧ 多 値 型 D C M



n Q⾏列
l ⼆値型反応（正答: 1，誤答: 0）
l 項⽬とアトリビュートの関係をまとめた表
l 各項⽬の正答に必要なら１，

不要なら０が割り当てられる

項⽬ 約分 減算 開平

⁄𝟕. 𝟓 𝟎. 𝟑 − 𝟏𝟔 1 1 1

n Qc⾏列
l 多値型反応 (e.g., 正答: 2, 部分点:１, 誤答: 0)
l カテゴリごとに段階的なプロセスを仮定
l 反応カテゴリの達成に必要なら1，不要なら0

カテゴリ 約分 減算 開平

𝟐𝟓 − 𝟏𝟔 1 1 0 0

𝟗 2 0 1 0

𝟑 3 0 0 1

段階的なプロセス
を考慮すると

Q⾏列とQc⾏列09



n 処理関数 𝑆3 𝑏 𝜶435∗ = 𝑃(𝑌3 ≥ 𝑏|𝑌3 ≥ 𝑏 − 1, 𝜶435∗ )
アトリビュート習得パタン𝜶#"$∗ に属する解答者が，
「カテゴリ𝑏 − 1まで正答している条件の下でカテゴリ𝑏以上に正答する確率」

5 PsyArXiv Preprint

Table 1. Restricted Qc-matrix for 4 1
8 → 3

8 (Ma & de la Torre, 2016)

Item Category A1 A2 A3
3 9

8 → 3
8 1 1 0 0

3 6
8 2 0 1 0

3 3
4 3 0 0 1

Notes. A1. borrow from whole number part; A2. subtract numerators; A3. reduce answers to the
simplest form.

category-level b → 1. Using Equation (1), the processing function can be written as follows:

Sj(b|ω→
ljb

) = ωjb0 +
K

→
jb∑

k=1
ωjbkε

→
jblk

+
K

→
jb∑

k↑=k+1

K
→
jb

↑1∑

k=1
ωjbkk↑ε

→
jblk

ε
→
jblk↑ + . . . + ωjb12...K

→
jb

K
→
jb∏

k=1
ε

→
jblk

,

In the SG-DINA model, similar to the G-DINA model, the reduced attribute vector for item j

and category b, denoted by ω→
ljb

, comprises only those attributes required by category b in item
j (i.e., ω→

ljb
= (εlk)k↓Kjb

s.t. Kjb = {k : qjkb > 0 ↑ k ↓ {1, 2, . . . , K}}. The item parameter ωjb0

represents the processing function for category b for examinees who have mastered none of the
required attributes. In addition, ωjbk, ωjbkk↑ and ωjb12...K

→
jb

represent, respectively, the change in
the processing function for category resulting from mastering attribute b; from mastering both
attributes k and k and k

↔; and from mastering all required attributes.
For category 0 and Hj + 1, we assume:

Sj(b|ωl) =





1, if b = 0

0, if b = Hj + 1,

Since all examinees achieve category 0 and none achieve category Hj +1, an examinee is assigned to
category b if and only if they successfully achieve categories 1, 2, . . . , b but fail to achieve category
b + 1. Consequently, the item category response function can be written as follows:

P (Yj = b|ωl) = (1 → Sj(b + 1|ωl))
b∏

y=0
Sj(y|ωl),

subject to the constraints
Hj∑

b=0
P (Yj = b|ωl) = 1, ↔l,

This means that examinees with the l-th attribute mastery pattern will definitively score any value
from 0 to Hj for item j. Note that if all items are binary (i.e., Hj = 1, ↔j), the SG-DINA model
is equivalent to the G-DINA model.

G-DINAモデルの定式化を利⽤

n カテゴリ反応関数𝑃(𝑌3 = 𝑏|𝜶4)
アトリビュート習得パタン𝜶#に属する解答者が「カテゴリ𝑏を解答する確率」

Sequential  G-DINA model(SG-DINA)
( M a  a n d  d e  l a  T o r r e ,  2 0 1 6 )

場合の組み合わせによる処理関数の値の増分を表す，最高次（i.e., K→
jb → 1次）の交

互作用効果に相当する項目パラメタである．
最も低いカテゴリである 0は全ての回答者が達成可能であること，最も高いカテゴ
リの次のカテゴリ Hj + 1は全ての回答者が達成不可能であることを踏まえると，そ
れぞれのカテゴリに対する処理関数は，

Sj(b|αl) =

⎧
⎨

⎩
1, if b = 0

0, if b = Hj + 1

と定義できる．
以上の処理関数の定義を踏まえて，アトリビュート習得パタン lに属する回答者が
カテゴリ bと回答する項目カテゴリ反応関数は，

P (Yj = b|αl) = (1 → Sj(b + 1|αl))
b∏

y=0
Sj(y|αl) (6.1)

と定義される．これは，カテゴリ bと回答するのは，カテゴリ b以下を全て達成する確
率 (i.e., ∏b

y=0 Sj(y|αl))に，カテゴリ b+1を達成できない確率 (i.e., (1→Sj(b+1|αl)))を乗じたものである．なお，任意のアトリビュート習得パタン l に属する回答者は，
カテゴリ 0からカテゴリHj のいずれかの反応を示すことから，

Hj∑

b=0
P (Yj = b|αl) = 1, ∀l,

という制約が課される．ここまでの定式化から，全ての項目が２値型項目である場合
（i.e., Hj = 1, ∀j）には，sG-DINAモデルは，G-DINAモデルと等価であることがわ
かる．

6.2.2 一般ノンパラメトリック分類法
一般ノンパラメトリック分類法 (general nonparametric classification methods;

GNPC) は，ノンパラメトリック分類法 (nonparametric classification methods;
NPC)を拡張した手法である．そこで本節では，NPCについて導入したのち，GNPC
を導入することとする．
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カテゴリbまで
成功する確率

カテゴリb+1以上を
失敗する確率

制約条件

各パタンの解答者は必ず
どれかのカテゴリに反応する

10



既 存 の D C M の 概 要

‧ ⼀ 般 ノ ン パ ラ メ ト リ ッ ク 分 類 法



11

n 重みつき理想反応 𝜂43
(:)

ü DINAモデルとDINOモデルの理想反応の凸結合（i.e., 0 ≤ 𝑤!" ≤ 1）
ü G-DINAモデルでの𝑃(𝑦#" = 1|𝜹", 𝜶#∗ = 𝜶!"∗ )を表現

アトリビュート習得パタン𝑙の項⽬𝑗に対する
正答確率とみなせる（Wang et al., 2024）

6 PsyArXiv Preprint

the ideal response vector for examinees with the l-th attribute mastery pattern is defined as
ω(c)

l
= (ω(c)

l1 , ω
(c)
l2 , . . . , ω

(c)
lJ

)→ along with conjunctive rules, where each element is given by,

ω
(c)
lj

=
K∏

k=1
ε

qjk

lk
→ {0, 1}, (2)

indicating that ω
(c)
lj

= 1 if and only if the examinee has mastered all required attributes, otherwise
0. Under the DINO model, along with disjunctive rules, the ideal response vector is defined as,

ω
(d)
lj

= 1 ↑
K∏

k=1
(1 ↑ εlk)qjk → {0, 1}, (3)

indicating that ω
(d)
lj

= 1 if and only if the examinee has mastered at least one of the required
attributes, otherwise 0.

The NPC method estimates attribute mastery patterns by minimizing the distance between the
observed response vector and the ideal response vectors. In the case of using the Hamming distance,
which counts the number of di!erent elements between yi and ωl, the examinee i’s estimated
attribute mastery pattern, ε̂i, is defined as,

ε̂i = argmin
ωl

dh(yi, ωl) = argmin
ωl

J∑

j=1
||yij ↑ ωlj ||.

The GNPC method extends the NPC method by incorporating a weighted ideal response, ω
(w)
lj

,
which represents the ideal response for item j of an examinee with the l-th attribute mastery
pattern:

ω
(w)
lj

= wljω
(c)
lj

+ (1 ↑ wlj)ω(d)
lj

→ [0, 1], (4)

as a convex combination of conjunctive ideal response ω
(c)
lj

and disjunctive ideal response ω
(d)
lj

. The
weight is estimated from the data, allowing it to adaptively capture the complexity and variability
in response patterns without the need for explicit model specification or fitting. Equation (4)
represents di!erent condensation rules, conjunctive (i.e., ω

(c)
lj

) and disjunctive (i.e., ω
(d)
lj

), are special
cases of ω

(w)
lj

. Equation (4) generalizes di!erent condensation rules, where the conjunctive and
disjunctive, formulations emerge as special cases of ω

(w)
lj

. Specifically, when the underlying model
follows a conjunctive rule, wlj = 1, yielding ω

(w)
lj

= ω
(c)
lj

. Conversely, when the model follows a
disjunctive rule, wlj = 0, resulting in ω

(w)
lj

= ω
(d)
lj

. Note that, estimating wlj is required only in
case where ω

(c)
lj

= 0 and ω
(d)
lj

= 1, in which case Equation (4) simplifies to:

ω
(w)
lj

= 1 ↑ wlj .

DINA DINO

ü ⼆値型反応に対応したノンパラメトリックDCMで，⼩サンプルサイズ下でも安定した推定が可能
n ⼀般ノンパラメトリック分類法（GNPC; Chiu et al., 2018）

ü 理想反応と観測反応の距離を最⼩化するように，重みと習得パタンを推定

⼀般ノンパラメトリック分類法(GNPC)
( C h i u  e t  a l . ,  2 0 1 8 )



提案⼿法(SGNPC)の概要



Sequential GNPC(SGNPC)の核12

「SG-DINAモデルの処理関数」を「GNPCの重み付き理想反応」で表現

5 PsyArXiv Preprint

Table 1. Restricted Qc-matrix for 4 1
8 → 3

8 (Ma & de la Torre, 2016)

Item Category A1 A2 A3
3 9

8 → 3
8 1 1 0 0

3 6
8 2 0 1 0

3 3
4 3 0 0 1

Notes. A1. borrow from whole number part; A2. subtract numerators; A3. reduce answers to the
simplest form.

category-level b → 1. Using Equation (1), the processing function can be written as follows:

Sj(b|ω→
ljb

) = ωjb0 +
K

→
jb∑

k=1
ωjbkε

→
jblk

+
K

→
jb∑

k↑=k+1

K
→
jb

↑1∑

k=1
ωjbkk↑ε

→
jblk

ε
→
jblk↑ + . . . + ωjb12...K

→
jb

K
→
jb∏

k=1
ε

→
jblk

,

In the SG-DINA model, similar to the G-DINA model, the reduced attribute vector for item j

and category b, denoted by ω→
ljb

, comprises only those attributes required by category b in item
j (i.e., ω→

ljb
= (εlk)k↓Kjb

s.t. Kjb = {k : qjkb > 0 ↑ k ↓ {1, 2, . . . , K}}. The item parameter ωjb0

represents the processing function for category b for examinees who have mastered none of the
required attributes. In addition, ωjbk, ωjbkk↑ and ωjb12...K

→
jb

represent, respectively, the change in
the processing function for category resulting from mastering attribute b; from mastering both
attributes k and k and k

↔; and from mastering all required attributes.
For category 0 and Hj + 1, we assume:

Sj(b|ωl) =





1, if b = 0

0, if b = Hj + 1,

Since all examinees achieve category 0 and none achieve category Hj +1, an examinee is assigned to
category b if and only if they successfully achieve categories 1, 2, . . . , b but fail to achieve category
b + 1. Consequently, the item category response function can be written as follows:

P (Yj = b|ωl) = (1 → Sj(b + 1|ωl))
b∏

y=0
Sj(y|ωl),

subject to the constraints
Hj∑

b=0
P (Yj = b|ωl) = 1, ↔l,

This means that examinees with the l-th attribute mastery pattern will definitively score any value
from 0 to Hj for item j. Note that if all items are binary (i.e., Hj = 1, ↔j), the SG-DINA model
is equivalent to the G-DINA model.

Ø SG-DINAモデルの処理関数（カテゴリ𝑏 − 1まで正答している条件の下でカテゴリ𝑏に正答する確率）

Ø GNPCの重み付き理想反応で表現

𝜂!"#
(%), 𝜂!"#

('), 𝑤!"#：GNPCの 𝜂!"
(%), 𝜂!"

('), 𝑤!"
をカテゴリレベル𝑏に拡張

DINA DINO

n 発想の核



理想カテゴリ反応確率
n 理想カテゴリ反応確率

l 重み付き理想反応 を⽤いて，習得パタン𝜶𝒍に属する学習者が項⽬𝒋でカテゴリ𝒃に反応する
確率 （理想カテゴリ反応確率）を定義

（2以上を失敗する確率 × 1以上を正答する確率 × 0以上を正答する確率）

計算例: 3カテゴリ(0,1,2点)の場合，1点を得る確率は

カテゴリb+1以上
は失敗する確率

カテゴリbまで
成功する確率

13



習得パタン推定の具体的な流れ
n 習得パタンの推定

one-hot ベクトル化
𝜶! = 0,0,0 の
理想カテゴリ反応

𝜶" = (1,0,0)の
理想カテゴリ反応

𝜶# = (1,1,1)の
理想カテゴリ反応

・
・
・

観測された項⽬反応

2!通りの習得パタンについて
理想カテゴリ反応確率を計算

以上の処理を全ての項⽬で⾏い，
⼆乗距離の総和が最⼩となる習得パタンを推定値とする

項⽬𝑗：

カテゴリ 約分 減算 開平
1 1 0 0
2 0 1 0
3 0 0 1

それぞれとの
2乗距離を算出

14

＊例示のための数値で厳密には異なる



損失関数

n SGNPCの損失関数
l 学習者𝑖の項⽬𝑗への項⽬反応 をone-hotベクトル化した と

理想カテゴリ反応確率 の⼆乗距離を損失関数とする

𝒜：習得パタンの集合
𝒲：重みの集合
𝑁：サンプルサイズ
𝐿：クラス数
𝐽：項⽬数

𝐻(：項⽬𝑗の最⼤カテゴリ

l 損失関数ℒ(𝒜,𝒲)を最⼩化するパラメタを交互に最適化して求める（交互最⼩⼆乗法）

<latexit sha1_base64="mS1CbqSHBZXiPYSRRXuk/q+dY2s="></latexit>

L(A,W) =
N∑

i=1

L∑

l=1

J∑

j=1

Hj∑

b=0

I(ωi = ωl)
(
y→
ijb

→ P ideal
ljb

)2

15



パラメタ推定の定式化
n 最適化アルゴリズム

l 損失関数 を最⼩化するパラメタを以下の⼿続きで求める（交互最⼩⼆乗法）
► 初めに初期値を適当な⽅法で⽣成（e.g., 全ての重みを事前に0あるいは1と固定したSGNPCで推定）

Step 1：習得パタン𝒜の更新
l 重み𝒲を固定し，各学習者𝑖について，

全項⽬にわたる⼆乗距離の総和を最⼩化する
習得パタン𝜶#を割り当てる

Step 2：重み𝒲の更新
l 習得パタン𝒜を固定し，以下の損失関数を

最⼩化する重み𝑤#"$に更新し，全ての𝑙, 𝑗, 𝑏に
ついて同様の⼿続きを⾏う

Step 1とStep 2を習得パタンの変化がなくなるまで繰り返して推定値を得る

16



シミュレーションによる性能評価



シミュレーションデザイン
n 学級場⾯を想定したシミュレーションデザイン

17

各条件で100個の⼈⼯データセットを⽣成

＊項⽬数は20に固定



真の習得パタン

(1,1,1,1)

(1,0,1,1)

(0,1,0,0)

…

SG-DINAモデル
により解答データ
を⽣成

⽣成された回答データ

シミュレーションの評価指標
n PACR（Pattern-wise Attribute Classification Rate）

「真の習得パタン」と「推定された習得パタン」のパタンごとの⼀致率

⼀般的な状況
アトリビュート間相関と
アトリビュートの習得難易度
を考慮して⽣成

推定された習得パタン

(1,1,1,1)

(1,0,0,1)

(1,1,0,0)

…

回答データ1

…

回答データ2

回答データN

‧SGNPC
‧提案⼿法(GB-SGNPC)  

を⽤いて推定

解答者全体でどの程度⼀致しているか？(PACR)

(1, 0, 1, 1)

(1, 0, 0, 1)

18



従来のGNPCとの⽐較19

表 3. SGNPCと GNPCの PACRの平均（標準偏差）
K = 4 K = 5

項目の質 N SGNPC GNPC SGNPC GNPC

高品質 10 .89 (.09) .49 (.22) .78 (.12) .31 (.15)

30 .92 (.05) .61 (.13) .79 (.07) .44 (.13)

50 .90 (.05) .70 (.09) .79 (.06) .49 (.09)

100 .91 (.03) .76 (.06) .79 (.04) .59 (.07)

低品質 10 .57 (.14) .28 (.15) .35 (.16) .20 (.13)

30 .54 (.09) .29 (.09) .37 (.10) .19 (.08)

50 .55 (.07) .30 (.08) .37 (.07) .20 (.06)

100 .56 (.05) .32 (.06) .38 (.05) .20 (.05)

表 4. SGNPCと SG-DINAの PACRの平均（標準偏差）
K = 4 K = 5

項目の質 N SGNPC SG-DINA SGNPC SG-DINA

高品質 10 .90 (.10) .87 (.11) .80 (.12) .73 (.17)

30 .91 (.05) .91 (.06) .79 (.07) .75 (.11)

50 .92 (.04) .92 (.05) .81 (.06) .78 (.08)

100 .91 (.03) .93 (.03) .79 (.05) .80 (.07)

低品質 10 .55 (.17) .51 (.16) .37 (.14) .35 (.14)

30 .56 (.09) .52 (.10) .37 (.10) .34 (.11)

50 .56 (.07) .52 (.11) .38 (.06) .33 (.08)

100 .55 (.06) .56 (.08) .37 (.05) .33 (.08)

4 2007年国際数学・理科教育動向調査 (TIMSS2007)の小学 4学年の算数データの解析
　小標本下での習得パタンの推定の安定性を検討するため，サブサンプルを用いた実データ分析を行った．分析に
は，TIMSS2007の小学 4年生の算数を受検した 344名のデータセットと，Ma and de la Torre (2016)で設定された
Qc 行列（J = 12,K = 8）を用いた．表 5は，344名からなるデータセット全体で SGNPCと SG-DINAモデルを
それぞれ用いて推定した習得パタンと，小標本を想定したサブサンプルで推定した習得パタンの一致率を示す．こ
の一致率は，ランダムにサブサンプリングを行い，各サブサンプルでの一致率の平均値を求める手続きを 100回繰
り返した結果について平均と標準偏差を算出したものである．なお，PAR(K ≥ 7)と PAR(K ≥ 6)はそれぞれ，習
得パタンの要素のうち 7つ以上または 6つ以上が一致している割合であり，AARは習得パタンの要素ごとの一致率
である．結果として，SGNPCは SG-DINAモデルと比較して，全ての指標で高い値を示した．このことから，サン
プルサイズが大きい状況での推定値との一致率が高いという意味で安定した推定が実現できることが観察された．

表 5. SGNPCと SG-DINAモデルの一致率の平均（標準偏差）
サブサンプルサイズ モデル PACR PAR(K ≥ 7) PAR(K ≥ 6) AAR

n = 344/4 = 86 SGNPC .30 (.09) .53 (.09) .73 (.07) .79 (.03)
SG-DINA .15 (.09) .30 (.09) .49 (.09) .68 (.04)

n = 344/8 = 43 SGNPC .30 (.07) .52 (.08) .73 (.09) .79 (.05)
SG-DINA .12 (.07) .27 (.08) .45 (.10) .66 (.05)

5 まとめ：提案手法を含むDCMの実践的活用に向けて
　クラスルームテストでは，学習者の理解状況を適切に診断したいという教師の意図から，項目が工夫され多様な項
目形式が含まれることが多い．本稿で提案した SGNPCは，小標本下での段階反応を直接的に利用し学習診断に活
かす手法の一つとして活用が期待される．本稿自体は DCMの方法論的提案にとどまるが，その実践的活用に資す
るよう，比較的簡便に実装可能な Rの関数も併せて提供した．しかし，実践現場で少なからず見られるように，「Q

行列と解答データを入力すると習得パタンが出力される」というブラックボックス的な理解のみに依拠して DCM

を運用することは，DCMの健全な運用を妨げるとともに，誤用の温床に成りかねない．近年，教師の長時間勤務
が社会問題化している中で，Q行列の適切な設定に要する一定のコストとどのように向き合うかとともに，DCM

を健全に運用できる程度の理解水準を教師にどのように保障していくかも重要な論点である．さらに，従来の素点
に基づく評価と比べて，少なくない時間と労力を要するDCMの運用がどのような条件下で有効に機能するのかは，
費用対効果の観点を含めて依然として検討の余地がある．以上の検討を通じて，DCMを活用した形成的評価の実践
が今後，健全かつ実り多い形で展開されることを期待するとともに，その展開に著者団も継続して貢献していく．引用文献
Chiu, C.-Y., Sun, Y. and Bian, Y. (2018). Cognitive diagnosis for small educational programs: The general nonparametric

classification method, Psychometrika, 83, 355–375.
Ma, W. and de la Torre, J. (2016). A sequential cognitive diagnosis model for polytomous responses, British Journal of

Mathematical and Statistical Psychology, 69(3), 253–275.
Masters, G. N. (1982). A Rasch model for partial credit scoring, Psychometrika, 47(2), 149–174.佐宗 駿・岡 元紀・植阪友理 (2023). 認知診断モデルを活用した理解の深さの診断と定期テストへの応用：定性的・定量的な Q行列の設定とモデルの実践的有用性の検討, 認知科学, 30(4), 515–530.佐宗 駿・岡 元紀・宇佐美 慧 (2024). 小サンプルサイズ下での認知診断モデルの推定精度の検討：モデルの誤設定の影響と推定法の違いに着目して, 統計数理, 72(1), 1–26.佐宗 駿・柴 里実 (2024). 認知診断モデルの学校現場での活用と生徒・教師の反応：学び方の改善を目指した定期テストのフィードバックの工夫, 日本テスト学会第 22回大会発表論文抄録集, 31–35.

提案⼿法 提案⼿法

便宜的な２値変数化は情報損失に繋がる
（設定するカテゴリ数による程度の差はあるが）

ü データ⽣成モデル：SG-DINAモデル（パラメトリックモデル）
ü 分析モデル １. SGNPC ２. GNPC（最⼤カテゴリに達していた場合のみ正答，それ以外誤答）



従来のSG-DINAモデルとの⽐較
ü データ⽣成モデル：SG-DINAモデル（パラメトリックモデル）
ü 分析モデル １. SGNPC ２. SG-DINAモデル
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表 3. SGNPCと GNPCの PACRの平均（標準偏差）
K = 4 K = 5

項目の質 N SGNPC GNPC SGNPC GNPC

高品質 10 .89 (.09) .49 (.22) .78 (.12) .31 (.15)

30 .92 (.05) .61 (.13) .79 (.07) .44 (.13)

50 .90 (.05) .70 (.09) .79 (.06) .49 (.09)

100 .91 (.03) .76 (.06) .79 (.04) .59 (.07)

低品質 10 .57 (.14) .28 (.15) .35 (.16) .20 (.13)

30 .54 (.09) .29 (.09) .37 (.10) .19 (.08)

50 .55 (.07) .30 (.08) .37 (.07) .20 (.06)

100 .56 (.05) .32 (.06) .38 (.05) .20 (.05)

表 4. SGNPCと SG-DINAの PACRの平均（標準偏差）
K = 4 K = 5

項目の質 N SGNPC SG-DINA SGNPC SG-DINA

高品質 10 .90 (.10) .87 (.11) .80 (.12) .73 (.17)

30 .91 (.05) .91 (.06) .79 (.07) .75 (.11)

50 .92 (.04) .92 (.05) .81 (.06) .78 (.08)

100 .91 (.03) .93 (.03) .79 (.05) .80 (.07)

低品質 10 .55 (.17) .51 (.16) .37 (.14) .35 (.14)

30 .56 (.09) .52 (.10) .37 (.10) .34 (.11)

50 .56 (.07) .52 (.11) .38 (.06) .33 (.08)

100 .55 (.06) .56 (.08) .37 (.05) .33 (.08)

4 2007年国際数学・理科教育動向調査 (TIMSS2007)の小学 4学年の算数データの解析
　小標本下での習得パタンの推定の安定性を検討するため，サブサンプルを用いた実データ分析を行った．分析に
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の一致率は，ランダムにサブサンプリングを行い，各サブサンプルでの一致率の平均値を求める手続きを 100回繰
り返した結果について平均と標準偏差を算出したものである．なお，PAR(K ≥ 7)と PAR(K ≥ 6)はそれぞれ，習
得パタンの要素のうち 7つ以上または 6つ以上が一致している割合であり，AARは習得パタンの要素ごとの一致率
である．結果として，SGNPCは SG-DINAモデルと比較して，全ての指標で高い値を示した．このことから，サン
プルサイズが大きい状況での推定値との一致率が高いという意味で安定した推定が実現できることが観察された．

表 5. SGNPCと SG-DINAモデルの一致率の平均（標準偏差）
サブサンプルサイズ モデル PACR PAR(K ≥ 7) PAR(K ≥ 6) AAR

n = 344/4 = 86 SGNPC .30 (.09) .53 (.09) .73 (.07) .79 (.03)
SG-DINA .15 (.09) .30 (.09) .49 (.09) .68 (.04)

n = 344/8 = 43 SGNPC .30 (.07) .52 (.08) .73 (.09) .79 (.05)
SG-DINA .12 (.07) .27 (.08) .45 (.10) .66 (.05)

5 まとめ：提案手法を含むDCMの実践的活用に向けて
　クラスルームテストでは，学習者の理解状況を適切に診断したいという教師の意図から，項目が工夫され多様な項
目形式が含まれることが多い．本稿で提案した SGNPCは，小標本下での段階反応を直接的に利用し学習診断に活
かす手法の一つとして活用が期待される．本稿自体は DCMの方法論的提案にとどまるが，その実践的活用に資す
るよう，比較的簡便に実装可能な Rの関数も併せて提供した．しかし，実践現場で少なからず見られるように，「Q

行列と解答データを入力すると習得パタンが出力される」というブラックボックス的な理解のみに依拠して DCM

を運用することは，DCMの健全な運用を妨げるとともに，誤用の温床に成りかねない．近年，教師の長時間勤務
が社会問題化している中で，Q行列の適切な設定に要する一定のコストとどのように向き合うかとともに，DCM

を健全に運用できる程度の理解水準を教師にどのように保障していくかも重要な論点である．さらに，従来の素点
に基づく評価と比べて，少なくない時間と労力を要するDCMの運用がどのような条件下で有効に機能するのかは，
費用対効果の観点を含めて依然として検討の余地がある．以上の検討を通じて，DCMを活用した形成的評価の実践
が今後，健全かつ実り多い形で展開されることを期待するとともに，その展開に著者団も継続して貢献していく．引用文献
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Table 6.8: データ生成モデルが SG-DINAモデルの K = 5の条件における SG-DINAモデルと
SGNPCのそれぞれの推定に要した計算時間の平均値（標準偏差）

項目の質 N SG-DINA SGNPC
10 0.60 (0.55) 0.04 (0.01)
30 1.19 (0.93) 0.05 (0.01)
50 2.43 (7.44) 0.07 (0.03)

100 2.28 (2.29) 0.08 (0.02)
高品質

200 2.46 (1.53) 0.12 (0.03)
10 0.69 (0.46) 0.05 (0.02)
30 1.88 (1.21) 0.07 (0.02)
50 3.03 (1.33) 0.08 (0.02)

100 5.50 (2.83) 0.10 (0.02)
低品質

200 8.80 (4.54) 0.15 (0.04)

6.4.2 便宜的な 2値変数化の操作を伴うGNPCおよびNPCとの推定
精度の比較

本小節では，段階反応を直接扱う SGNPCおよび SNPC-Cを用いた場合のアトリ
ビュート習得パタンの推定精度を，段階反応を便宜的に 2値変数化して用いる従来の
GNPCおよび NPCと比較することで検討する．

6.4.2.1 シミュレーション方法
データ生成モデルは SG-DINAモデルとし，真のアトリビュート習得パタンの生成
方法およびシミュレーション条件は 6.4.1.1節と同様とした．すなわち，サンプルサ
イズは N = 10, 30, 50, 100, 200の 5条件，アトリビュート数は K = 4, 5の 2条件，
項目の質は低品質と高品質の 2条件を設定した．GNPCおよび NPCによる推定に
は，Rの cdmToolsパッケージに含まれる GNPC関数と NPCDパッケージに含まれる
AlphaNP関数をそれぞれ用いた．
なお，従来の GNPCおよび NPCはいずれも 2値反応を前提としているため，段
階反応を便宜的に 2値変数へ変換する必要がある．本研究では，以下の 2通りの手続
きにより段階反応を 2値変数化した．第 1の手続きでは，完全正答（i.e., Hj）および部分点（i.e., 1, 2, . . . , Hj − 1）をいずれも正答，誤答（i.e., 0）のみを変換後も誤答
として扱った．第 2の手続きでは，完全正答のみを正答とみなし，部分点および誤答
をいずれも誤答として扱った．以下では，前者の手続きを Binary 1，後者の手続きを
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推定に要した計算時間[秒]の平均値(標準偏差)SGNPCとSG-DINAモデルのPACRの平均（標準偏差）

⼩標本下でパラメトリックな⼿法と同等以上の精度

コンマ1秒程度で推定ができる
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＊⼤標本ではSGNPCの推定値をパラメトリックモデルの初期値に利⽤して収束を早める使い道も
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本研究のまとめ21
⽬的：⼩標本下で推定精度が⾼く，段階反応に対応した推定法の開発
⼿法：GNPCの重み付き理想反応をカテゴリレベルに拡張し，処理関数に適⽤

結果：従来⼿法よりも⼩標本下で推定精度が⾼い（正確な学習診断を実現）
推定に要する計算時間が短い（分析上のストレス軽減）
モデル選択が不要で実⽤性も⾼い（分析上の迷いが少ない）

<latexit sha1_base64="zbyhqHhHbCbLdGVnyTofvjJL0to="></latexit>

P ideal
ljb = P (Yj = b|ωl) = (1→ ω(w)

lj(b+1))
b∏

y=0

ω(w)
ljy = wlj(b+1)

b∏

y=0

(1→ wljy)

SG-DINAモデルの項⽬カテゴリ反応関数を理想反応に拡張

SGNPCを実装するRの関数と分析例のコードもOSFにて公開

↓ OSFはこちら↓


